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(1) (14pt) Olimpiadi, finale dei 100m maschili, 8 finalisti. Si sa che i 4 atleti nelle corsie centrali hanno
probabilità 23 di correre in meno di 10 secondi. I 4 atleti delle corsie laterali hanno probabilità
1
3 di
correre in meno di 10 secondi.
Si considerino le seguenti variabili:
X = #{atleti che corrono sotto i 10 secondi}
Y =
{
1 se almeno 6 atleti corrono sotto i 10 secondi
0 altrimenti
(a) Determinare la media e la varianza di X;
Sia
Xi =
{
1 se l'i-esimo atleta corre in meno di 10 secondi
0 altrimenti.
Le Xi sono tutte variabili di Bernoulli. Per i = 1, 2, 7, 8 si ha Xi ∼ B(1, 13 ) e per i = 3, 4, 5, 6 si
ha Xi ∼ B(1, 23 ). Si ha X = X1 +X2 + · · ·+X8 e quindi
E[X] = E[X1] + E[X2] + · · ·+ E[X8] = 4 · 1
3
+ 4 · 2
3
= 4.
Inoltre, siccome le Xi si possono assumere indipendenti ed hanno tutte varianza 13 · 23 si ha
V ar(X) = V ar(X1) + V ar(X2) + · · ·+ V ar(X8) = 8 · 1
3
· 2
3
=
16
9
.
(b) Determinare la densità di Y ;
Siccome Y può assumere i soli valori 0 e 1, Y è una variabili di Bernoulli B(1, p). Per determinare
il parametro p utilizziamo le variabili ausiliarieX ′ = X1+X2+X7+X8 eX ′′ = X3+X4+X5+X6.
Si ha chiaramente X ′ ∼ B(4, 13 ) e X ′′ ∼ B(4, 23 ). calcoliamo
p = P (Y = 1) = P (X = 6) + P (X = 7) + P (X = 8).
Ma
P (X = 6) = P (X ′ = 4)P (X ′′ = 2) + P (X ′ = 3)P (X ′′ = 3) + P (X ′ = 2)P (X ′′ = 4)
= (
1
3
)4
(
4
2
)
(
1
3
)2(
2
3
)2 + 4(
1
3
)3(
2
3
) 4(
2
3
)3(
1
3
) + (
1
3
)4
(
4
2
)
(
1
3
)2(
2
3
)2 (
2
3
)4
=
24
38
+
256
38
+
384
38
=
664
38
.
Inoltre
P (X = 7) = P (X ′ = 4)P (X ′′ = 3) + P (X ′ = 3)P (X ′′ = 4)
= (
1
3
)4 4(
2
3
)3(
1
3
) + 4(
1
3
)3(
2
3
) (
2
3
)4
=
32
38
+
128
38
=
160
38
.
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Infine
P (X = 8) = P (X ′ = 4)P (X ′′ = 4)
= (
1
3
)4 (
2
3
)4
=
16
38
Concludendo
P (Y = 1) =
664
38
+
160
38
+
16
38
=
840
38
= 0.128,
e quindi la densità di Y è B(1, 0.128).
(c) Supponendo che almeno 6 atleti abbiano corso in meno di 10 secondi, qual è la probabilità che
tutti i quattro atleti delle corsie centrali abbiano corso in meno di 10 secondi? La probabilità
richiesta è
P (X ′′ = 4|Y = 1) = P (X
′′ = 4 ∩ Y = 1)
P (Y = 1)
=
P (X ′′ = 4)
(
P (X ′ = 2) + P (X ′ = 3) + P (X ′ = 4)
)
P (Y = 1)
=
( 23 )
4
((
4
2
)
( 13 )
2( 23 )
2 + 4( 13 )
3( 23 ) + (
1
3 )
4
)
840
38
=
22
35
= 0.63.
(d) Vi sembra conveniente una scommessa con quota 10:1 (cioè si vincono 10 euro per ogni euro
puntato) sul fatto che almeno 6 atleti corrano in meno di 10 secondi?
Detta T la variabile T=soldi vinti dopo una scommessa di un euro si ha:
E[T ] = 10 · P (Y = 1) + 0 · P (Y = 0) = 10 · 0.128 = 1.28.
Con una scommessa di 1 euro si vincono mediamente 1.28 euro e quindi la scommessa è conve-
niente.
(2) (8pt) Il tempo di attesa di eruzione dell'Etna ha densità esponenziale di media 5 anni.
(a) Si determini la probabilità di avere un'eruzione nei prossimi 2 anni.
La variabile T tempo di attesa per un'eruzione è esponenziale di parametro λ = 1/5. Quindi la
funzione di ripartizione di T è data da:
FT (t) =
{
1− e−t/5 se t > 0
0 altrimenti.
Si ha quindi
P (0 < T < 2) = FT (2)− FT (0) = 1− e−2/5 = 0.33.
(b) Supponendo di non aver avuto eruzioni nei prossimi 2 anni, si determini la probabilità di avere
un'eruzione nei successivi 2 anni.
Ricordando che una variabile esponenziale soddisfa la proprietà della mancanza di memoria si
ha
P (2 < T < 4|T > 2) = P (0 < T < 2) = 1− e−2/5 = 0.33.
(3) (8pt) Un esperimento consiste nello scegliere a caso 50 numeri reali compresi tra 1 e 3.
Sia X la variabile somma di questi 50 numeri.
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(a) Determinare la media e la varianza di X.
SianoX1, X2, . . . , X50 i 50 numeri estratti. Le variabiliXi sono indipendenti e uniformi nell'intervallo
[1, 3]. Hanno quindi tutte media 2 e varianza (4−2)
2
12 =
1
3 . Ne segue che
E[X] = 50 · E[X1] = 50 · 2 = 100,
e
V ar(X) = 50 · V ar(X1) = 50
3
.
(b) Determinare la probabilità che X sia compreso tra 95 e 110.
Per il teorema limite centrale possiamo approssimareX con una variabile normale ζ ∼ N(100, 503 ).
Si ha
P (95 < ζ < 110) = P
95− 100√
50
3
< ζ0 <
110− 100√
50
3

= P (−1.22 < ζ0 < 2.45)
= Φ(2.45)− (1− Φ(1.22))
= 0.99286 + 0.88877− 1
= 0.88.
15/06/2010
(1) (12pt) In un sacchetto abbiamo 11 monete, numerate da 0 a 10, indistinguibili al tatto. La probabilità
che la moneta numerata i dia testa è pari a i/10. Si prende una moneta a caso e si lancia 3 volte. Si
considerino le variabili X1, X2, X3 date da
Xj =
{
1, se il lancio j dà testa;
0, altrimenti.
(a) Determinare le densità delle variabili X1, X2, X3.
Le tre variabili hanno evidentemente la stessa densità, che sarà una B(1, p). Per determinare p
poniamo Ai l'evento scelta della moneta numerata i e utilizziamo la formula delle probabilità
totali:
p = P (X1 = 1)
= P (A0)P (X1 = 1|A0) + P (A1)P (X1 = 1|A1) + · · ·+ P (A10)P (X1 = 1|A10)
=
1
11
· 0
10
+
1
11
· 1
10
+ · · ·+ 1
11
· 10
10
=
1
2
.
Concludiamo che le variabili X1, X2, X3 hanno tutte denistà B(1, 12 ).
(b) Studiare l'indipendenza delle variabili X1, X2, X3.
Se il primo lancio dà testa ci aspettiamo che sia più facile aver scelto una moneta con numero
alto e che quindi la probabilità che anche il secondo lancio dia testa ci aspettiamo che aumenti,
e che quindi le variabili siano dipendenti. Lo verifichiamo facendo il conto
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P (X1 = 1, X2 = 1) = P (A0)P (X1 = 1, X2 = 1|A0) + P (A1)P (X1 = 1, X2 = 1|A1) + · · ·
=
1
11
·
(
0
10
)2
+
1
11
·
(
1
10
)2
+ · · ·+ 1
11
·
(
10
10
)2
=
1
11 · 100(0 + 1 + 4 + 9 + 16 + · · ·+ 100)
=
385
1100
=
7
20
= 35%
Si ha quindi che P (X1 = 1, X2 = 1) 6= P (X1 = 1)P (X2 = 1) = 14 = 25% e quindi le variabili X1
e X2 sono dipendenti.
(c) Determinare l'indice di correlazione ρX1,X2 .
Calcoliamo intanto la covarianza σX1,X2 = E[X1X2] − E[X1]E[X2]. Per calcolare E[X1X2]
osserviamo che X1X2 può assumere solo i valori 0 e 1 e quindi è di Bernoulli e concludiamo che
E[X1X2] = P (X1X2 = 1) = P (X1 = 1, X2 = 1) =
7
20
.
Si ha quindi
ρX1,X2 =
σX1,X2
σX1σX2
=
7
20 − 12 · 12
1
2 · 12
=
2
5
.
(d) Supponendo di aver ottenuto 3 teste nei 3 lanci, qual è la probabilità di aver estratto la moneta
numerata con il 9 o la moneta numerata con il 10?
Sia T l'evento 3 teste nei 3 lanci. Si ha
P (T ) = P (A0)P (T |A0) + P (A1)P (T |A1) + · · ·+ P (A10)P (T |A10)
=
1
11 · 1000(0
3 + 13 + 23 + · · ·+ 103)
=
3025
11000
=
11
40
= 27.5%.
Per la formula di Bayes si ha
P (A9|T ) = P (T |A9)P (A9)
P (T )
=
(
9
10
)3 · 111
11
40
=
729
3025
,
e
P (A10|T ) = P (T |A10)P (A10)
P (T )
=
1 · 111
11
40
=
40
121
.
La probabilità richiesta è dunque
729
3025
+
40
121
=
1729
3025
= 57%.
(2) (10pt) Si consideri la seguente funzione f : R→ R
f(t) =
{
e−2t, se t ≥ 0;
e2t, se t ≤ 0.
(a) Verificare che f è la densità di una variabile aleatoria continua X;
Si ha f(t) ≥ 0 e ∫ +∞
−∞
= 2
∫ +∞
0
e−2tdt = 1,
dove si è sfruttato che la funzione f è pari, e quindi f è una densità continua.
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(b) Determinare la funzione di ripartizione di X;
Se t < 0 si ha
F (t) =
∫ t
−∞
e2sds =
[
1
2
e2s
]t
−∞
=
1
2
e2t.
Se t > 0 si ha
F (t) =
∫ t
−∞
f(s)ds =
∫ 0
−∞
e2sds+
∫ t
0
e−2sds =
1
2
+
[
−1
2
e−2s
]t
0
= 1− 1
2
e−2t.
(c) Determinare la media di X;
Si ha E[X] = 0 perché la densità è pari.
(d) Determinare la probabilità che X > 1;
P (X > 1) = 1− P (X ≤ 1) = 1− FX(1) = 1− (1− 1
2
e−2) =
1
2
e−2 = 6.7%
(*) Determinare la varianza di X.
(3) (8pt) Due amici Arturo e Basilio giocano a testa e croce, lanciando ciascuno una moneta 50 volte.
Arturo vince se nei suoi lanci testa si presenterà almeno 5 volte in pià che nei lanci di Basilio.
(a) Determinare la probabilità che Arturo vinca (supponendo che le monete non siano truccate).
Dette A e B il numero di teste ottenute da Arturo e Basilio e A¯50 e B¯50 il numero medio di teste
ottenute da Arturo e Basilio, la probabilità richiesta è (con la correzione di continuità)
P (A−B ≥ 4.5) = P ( A
50
− B
50
≥ 4.5
50
) = P (A¯50 − B¯50 ≥ 0.09).
Approssimiamo A¯50 − B¯50 con una variabile normale di media E[A] − E[B] = 0 e varianza
V ar(A¯50) + V ar(B¯50) =
1
2 · 12
50 +
1
2 · 12
50 =
1
100 = 0.01. Si ha quindi
P (A¯50 − B¯50 ≥ 0.1) = P (ζ0 > 0.09− 0√
0.01
) = P (ζ0 > 0.9) = 18.4%
(b) Se nei lanci di Arturo testa si è presentata 30 volte determinare l'intervallo di confidenza al 95%
per la probabilità che la moneta di Arturo dia testa in un singolo lancio.
L'intervallo di confidenza ha come estremi
30
50
± z95
√
3
5 · 25
50
= 0.60± 1.96 · 0.07 = 0.60± 0.14.
L'intervallo di confidenza è pertanto [0.46, 0.74].
13/07/2010
(1) Negli ovetti di cioccolato con sorpresa si possono trovare 6 tipi di sorprese. Cinque di queste, numerate
da 1 a 5, hanno probabilità 1160 ciascuna di essere trovate dentro un ovetto; l'ultima, più rara e numerata
con 6, ha probabilità 112 . Si comprano 10 ovetti e poniamo
Xi =
{
1, se abbiamo trovato almeno una volta la sorpresa i;
0, se non abbiamo trovato la sorpresa i.
(a) Determinare la densità delle variabili Xi.
(b) Quante sorprese diverse ci dobbiamo aspettare di trovare complessivamente?
(c) Determinare la probabilità di trovare la sorpresa 1, ma non la sorpresa 2.
(d) (Extra) Come affronteresti il seguente problema: quanti ovetti devo comprare, mediamente, per
poter collezionare tutte e 6 le sorprese?
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(2) Il giardino di casa è illuminato da 2 lampioni. Il primo ha una lampadina di tipo A ed il secondo 2
lampadine di tipo B. Entrambi i tipi di lampadine hanno tempo di vita medio di densità esponenziale,
il tipo A di media 4 anni, il tipo B di media 3 anni.
(a) Si determini la densità della variabile tempo di vita del secondo lampione.
(b) Quale dei 2 lampioni mediamente illuminerà più a lungo?
(c) Determinare, mediamente, per quanto tempo rimarranno accese tutte e tre le lampadine.
(3) La densità congiunta p(x, y) di 2 variabili aleatorie X ed Y è riassunta nella seguente tabella a doppia
entrata
@
@X
Y
.05 0 .05
.15 .30 0
0 .25 .20
-1 0 1
1
4
5
Ad esempio si ha p(4, 0) = 0.30.
(a) Determinare le densità marginali di X ed Y .
(b) Le variabili X ed Y sono indipendenti?
(c) Determinare il valore atteso E[X + Y ].
28/09/2010
(1) Si considerino due quantità A ed B che ogni giorno possono aumentare o diminuire di 1 in modo
equamente probabile ed indipendentemente l'una dall'altra. Ad esempio, se oggi A vale 4, domani ha
il 50% di probabilitÃ di valere 3 e il 50% di valere 5. Si supponga che i valori iniziali di A e B siano
rispettivamente 4 e 8. Siano X ed Y le variabili aleatorie date dai valori assunti da A ed B dopo 4
giorni.
(a) Determinare la densità delle variabili X ed Y . Che tipo di variabili sono?
(b) Detta Z la variabile che vale 1 se X = Y e 0 altrimenti, si determini la densità della variabile Z.
(c) Si discuta l'indipendenza delle variabili X e Z.
(2) Una certa pianta ha tempo di vita esponenziale di media 8 anni. Compro due di queste piante. Per
quanto tempo, mediamente, vivrà almeno una delle due piante?
(3) In un campione casuale di 300 panettoni di una marca A si è registrata una quantità media di uvetta
pari a 50 grammi con uno scarto quadratico medio di 2 grammi, mentre in un campione casuale di
200 panettoni di una marca B si è registrata una quantità media di uvetta pari a 49 grammi e uno
scarto quadratico medio pari a 2 grammi.
(a) Determinare i limiti di confidenza al 95% per la differenza delle medie delle quantità di uvetta
presenti nei panettoni delle due marche.
(b) Con quale confidenza possiamo affermare che la quantità media di uvetta nei panettoni della
marca A è superiore alla quantità media di uvetta nei panettoni della marca B?
02/02/2011
(1) Si lancia un dado per 4 volte. Sia X la variabile che conta quante volte è uscito 6 e Y la variabile che
conta il numero di volte in cui è uscito un numero dispari seguito da un numero pari.
(a) Determinare le densità marginali delle variabili X ed Y .
(b) Detta pX,Y la densità congiunta di X ed Y determinare pX,Y (2, 1) e pX,Y (3, 1).
(c) Calcolare P (X < 1|Y < 1).
(d) Le variabili X ed Y sono indipendenti? Determinare la covarianza Cov(X,Y ).
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(2) Sia X una variabile continua uniforme nell'intervallo [0, 1] ed Y la variabile (discreta) data da Y =
b5Xc, dove bxc indica la parte intera di x, cioè il più grande numero intero minore o uguale a x.
Determinare la densità di Y .
(3) Per determinare l'età media dei suoi abbonati, una piattaforma televisiva intervista un campione di
50 clienti riscontrando un valore medio di 36. Sapendo che l'età media degli abbonati si distribuisce
normalmente e che σ = 12,
(a) Determinare i limiti di confidenza al 95% per l'età media di tutti gli abbonati;
(b) si supponga di voler ridurre l'ampiezza dell'intervallo di confidenza al 95%, in modo tale che gli
estremi distino dal valore centrale dell'intervallo±2 anni. Quanto deve essere grande il campione?
